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En apprentissage machine (ML),

» Etant donné un ensemble de données

X =[x,x2,...,xn] € RPX"

» On aimerait réaliser des tiches de

Régression, Classification, Regroupement etc.

» Et au cceur de ces tiches, on calcule des similarités
Par exemple : le produit scalaire XI-TXJ'

Naturellement, la matrice de Gram XTX apparait en ML.

» Comment se comporte t-elle ?
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Figure: Histogramme des valeurs propres de %)XTX pour n = p = 1000.
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Loi de Maréenko—Pastur [Marcenko,Pastur’67]

Définition (Densité Spectrale Empirique)
La densité spectrale empirique (e.s.d.) un d’une matrice hermitienne A, € R"*" est
donnée par pn = % 27:1 Oxi(An)-

Théoréme (Loi de Mar&enko—Pastur)

Soit X € RPX" avec des entrées i.i.d. de moyenne nulle, et de variance 1.
Quand p,n — oo avec n/p — ¢ € (0,00), la e.s.d. pun de %XTX satisfait

p.s.
Un — [hc

ou e est une mesure détirministe de densité continue fc sur un support compacte

P A =1 Ve, (1 + Ve)?]

f(x) =
<) 2mwex

(x = A7)(AT —x)
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> Soit € RP tel que ||u|| = O(1)
» Considérons
X = [X17--»-,Xg»xg+17---7><n]

—— —
~N(+Hilp)  ~NCaslp)

> Qu’'on peut écrire
X=py™+27

ol y € {+1,—1}" est le vecteur de labéles et Z a des entrées i.i.d. N(0,1).

8/30



Mélange Gaussien (Modele spike)

v

Soit 1 € RP tel que ||u|| = O(1)
» Considérons
X = [X17--»-,Xg»xg+17---7><n]

—— —
~N(+Hilp)  ~NCaslp)

> Qu’'on peut écrire
X=py™+27
ol y € {+1,—1}" est le vecteur de labéles et Z a des entrées i.i.d. N(0,1).

» On a donc

1 9 __ 1 _ ,

—XTX = pll“yyT + =ZTZ + % wherey=y/\/p

P N—— P

Information (rang-faible) ~—

Bruit
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Figure: Histogramme des valeurs propres de %XTX pour n = p = 1000.



Mélange Gaussien (Modele spike)

—— Mer&enko-Pastur Law
Empirical eigenvalue distribution

Density

Visible if [m||> > \/c

eigenvector 1

Eigenvalues

Figure: Histogramme des valeurs propres de %XTX et son vecteur propre dominant pour
n = p = 1000.
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Quelques résultats sur les modeles spike

Théoreme ([Baik, Silverstein’06], [Paul’07])
Let

» Soit Z avec des entées i.i.d. de moyenne nulle, variance 1 et IE|Z,-J-|4
>» X=myT+Z
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11/30



Quelques résultats sur les modeles spike

Théoreme ([Baik, Silverstein’06], [Paul’07])
Let

» Soit Z avec des entées i.i.d. de moyenne nulle, variance 1 et IE|Z,-J-|4
>» X=myT+Z

Alors, quand p,n — avec n/p — c,

< oo

11/30



Quelques résultats sur les modeles spike

Théoreme ([Baik, Silverstein’06], [Paul’07])

Let
» Soit Z avec des entées i.i.d. de moyenne nulle, variance 1 et IE|Z,-J-|4 < 00
>» X=myT+Z
Alors, quand p,n — avec n/p — c,
> Sillpl? > Ve
1 s 1+ ||pl?
ae (SXTX) 25 14l + c#> (14 Ve

11/30



Quelques résultats sur les modeles spike

Théoreme ([Baik, Silverstein’06], [Paul’07])

Let
» Soit Z avec des entées i.i.d. de moyenne nulle, variance 1 et IE|Z,-J-|4 < 00
>» X=myT+Z
Alors, quand p,n — avec n/p — c,
> Silpl®> > ve
1 s 1+ ||pl?
ae (SXTX) 25 14l + c#> (14 Ve

> Pour a, b € RP détirministes et y le vecteur propre correspondant 3 Amax (%X X )

1— cllp~*

—— SV _aT99Th -1 2250
1+ cllpl~2 yy lull2>ve

aTyj}Tb —

11/30



Quelques résultats sur les modeles spike

Théoreme ([Baik, Silverstein’06], [Paul’07])

Let
» Soit Z avec des entées i.i.d. de moyenne nulle, variance 1 et IE|Z,-J-|4 < 00
>» X=myT+Z
Alors, quand p,n — avec n/p — c,
> Sillpl? > Ve
1 s 1+ ||pl?
ae (SXTX) 25 14l + c#> (14 Ve

> Pour a, b € RP détirministes et y le vecteur propre correspondant 3 Amax (%X X )

ayyth— LM sty 1 P50
1+ c|jp)—2 llml2>/e
En particulier,
. s 1—cllpl~*
‘yT.y‘Z L> PETIRTE 1 L 2 .
1+ cljp] 2 lleell2>~/c
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Quelques résultats sur les modeles spike

Ty

1
0.8
0.6 [
0.4 —
2 1: - — = p=200 .
° /i , 400
L (RS p=
e 4
= 1—c/lpl
| ‘ Tic/|p]?
o I
0 1 2 3 4

Population spike || ||2

Figure: [§Ty|? simulé et valeur limite, p/n = 1/3, en variant ||u|/%.
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(P1) X ~ N(O, Ip) is 2-exponentiellement concentré.
(P2) SiXeO(e ") et G est |G|l ip-Lipschitz, alors

GgX)eo (e—<-/llgn,,»p)q) 4

“Les vecteurs concentrés sont stable a travers des transformations Lipschitziennes.”
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Données GAN : Un exemple de vecteurs concentrés

Training set l/ Discriminator

[«
{} .@E{me

Generator - Fake image

mgin max Eynp(x)llog D(x)] + E.p)[log(1 — D(G(2)))]

On génére les données comme

‘ Image générée = G(Gaussien) ‘
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Données GAN : Un exemple de vecteurs concentrés

Figure: Images générées par le modéle BigGAN [Brock et al, ICLR'19].
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Données GAN : Un exemple de vecteurs concentrés

Figure: Images générées par le modéle BigGAN [Brock et al, ICLR'19].

Donnée GAN = Fj 0 Fp o - - - o Fp(Gaussien)

ou les F;'s sont des couches Fully Connected, Convolutionelles, Pooling et fonctions
d’activation, des connextions résiduelles ou Batch Normalisation.

= Les Fi's sont des opérations Lipschitziennes. ‘
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Données GAN : Un exemple de vecteurs concentrés

» Couches Fully Connected Layers et Convolutionelles sont des opérations affines :
Fi(x) = Wix + bj,

et || Fillip = SUP 40 I ||z.;HH , pour toute p-norme.

» Pooling et Fonctions d’Activation : Sont généralement au plus 1-Lipschitz par
rapport a toute p-norme (e.g., ReLU and Max-pooling).

> Connexions résiduelles : Fj(x) = x + ]-'I.(l) 0---0 ]—'I.(Z)(x)
ou les ]—'(J) sont des opérations Lipschitziennes, alors F; est Lipschitz avec une
1F -

constante de Lipschitz bornée par 1 + H 1 |
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Considérons des données distribuées dans k classes C1,Ca, ..., C) telles que
X = [Xlwuaxnl’ Xnp+1s- 35 Xnpy - ooy Xn—nkvl-,--~s><n] € RPX"
———
€0(e= M) €0(e= %) €o(e=%)
On note

e =Exec,[xil, Co=Eyec,[xixT]

Hypothéses (Taux de croissance)
Quand p — oo,
1. p/n— c € (0, 00).
2. Le nombre de classes k est borné.
3. Pour tout £ € [K], ||pe|l = O(\/P)-

Notation
Q(z) = (XTX/p + zlp)~L.
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Comportement de la matrice de Gram de vecteurs concentrés

Soient

1 1 1
G= XTX=ZJMMJT+=ZTZ + %+ 0,(1)
P P P
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Comportement de la matrice de Gram de vecteurs concentrés

Soient

1 1 1
G==XTX==JMMJT + =277 + %+ op(1)
P P P

L la densité spectrale empirique de G et U la matrice qui contient les vecteurs propres

dominants de G. Alors
dL(A 1
Z5>\ () = / )

1
uuT = 5 Q(—2z)dz

= Analyser le comportement de la resolvent Q(z) = (G + zl,) L.

N
N
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Comportement de la matrice de Gram de vecteurs concentrés

Théoréme

Sous les hypothéses précédentes, on a Q(z) € O(e=(VP)") jn (R™" || - ||). De plus,
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‘ Observation clé : Seulement les moments d'ordre un et deux sont important ! ‘




Outline

Application aux representations CNN des images GAN
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Pooling 2
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> Les représenations CNN correspondent a I’avant derniére couche du réseau.

> Architectures couramment utilisées en pratique : Resnet, VGG, Densenet.
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Merci pour votre attention !
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