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Introduction : Modèle tensoriel spike asymétrique

T
=

x1

x2

x3

Tijk

x1i

x2j

x3k

X
+ Xijkβ x

Nous considérons le modèle suivant : (x1 ⊗ x2 ⊗ x3)ijk = x1ix2jx3k

T = βx1 ⊗ · · · ⊗ xd︸ ︷︷ ︸
signal

+
1
√

n
X︸︷︷︸

bruit

∈ Rn1×···×nd

où β ≥ 0, ∥xi∥ = 1, Xi1...id
∼ N (0, 1) i.i.d. et n =

∑d

i=1 ni.

▶ Peut-on recouvrir le signal en théorie ? pour quelle valeur critique de β ?
▶ Quel est l’alignement ⟨xi, ui⟩ entre le signal et un estimateur ui(T) ?
▶ Existe-t-il un algorithme pour recouvrir le signal en temps polynomial ?

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022



Quand les tenseurs
aléatoires rencontrent
les matrices aléatoires

MEA. Seddik et al.

Introduction
Modèle tensoriel spike
asymétrique

Résultats dans la littérature

Approche matrices
aléatoires

Analyse du modèle
spike asymétrique
Valeurs singulières et
vecteurs singuliers de
tenseurs

Matrice aléatoire associée

Norme spectrale et
alignements asymptotiques

Algorithmes de
décomposition et
complexité

Introduction/Résultats dans la littérature 4/18

Résultats dans la littérature : cas symétrique

Initialement introduit par (Montanari & Richard, 2014)

Y = βx⊗d +
1
√

N
W ∈ RN×···×N

où ∥x∥ = 1 et W à entrées aléatoires Gaussiennes et symétrique.Ce modèle est
une extension naturelle du modèle spike matriciel Y = βxx⊤ + 1√

N
W .

Impossible NP-complexe Simple

Seuil 
statistique 

Seuil 
algorithmique 

D’autres travaux dans la littérature : (Montanari et al., 2015), (Hopkins et al.,
2020), (Kim et al., 2017), (Ben Arous et al., 2019), (Jagannath et al, 2020),
(Perry et al., 2020), (Ros et al., 2020), (Goulart et al., 2021).

Dont Goulart et al. "A random matrix perspective on random tensors", 2021.

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022



Quand les tenseurs
aléatoires rencontrent
les matrices aléatoires

MEA. Seddik et al.

Introduction
Modèle tensoriel spike
asymétrique

Résultats dans la littérature

Approche matrices
aléatoires

Analyse du modèle
spike asymétrique
Valeurs singulières et
vecteurs singuliers de
tenseurs

Matrice aléatoire associée

Norme spectrale et
alignements asymptotiques

Algorithmes de
décomposition et
complexité

Introduction/Approche matrices aléatoires 5/18

Approche matrices aléatoires (Goulart et al., 2021)
Problème d’optimisation du maximum de vraisemblance (pour d = 3) :

min
λ>0, ∥u∥=1

∥∥Y− λu⊗3
∥∥2

F
⇔ max

∥u∥=1
⟨Y, u⊗ u⊗ u⟩

Les points critiques satisfont (Lim, 2005) :

Y(u, u) = λu ⇔ Y(u)u = λu, ∥u∥ = 1

où (Y(u, u))i =
∑

jk
ujukYijk et (Y(u))ij =

∑
k

ukYijk. L’estimateur
du MV x̂ est le vecteur propre dominant de Y(x̂) : Y(x̂)x̂ = ∥Y∥x̂.

Ainsi, l’approche de (Goulart et al., 2021) est d’étudier la matrice suivante :

Y(u) = β⟨x, u⟩xx⊤ +
1
√

N
W(u) ∈ RN×N

Impossible NP-complexe Simple

Seuil 
statistique 

Seuil 
algorithmique Seuil RMT

Maximum local

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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Valeurs singulières et vecteurs singuliers de tenseurs

Problème d’optimisation du maximum de vraisemblance (pour d = 3) :

min
λ>0, ∥ui∥=1

∥T− λu1 ⊗ u2 ⊗ u3∥2
F ⇔ max∏3

i=1
∥ui∥=1

⟨T, u1 ⊗ u2 ⊗ u3⟩

Les points critiques satisfont (Lim, 2005) :

T(In1 , u2, u3) = λu1, T(u1, In2 , u3) = λu2, T(u1, u2, In3 ) = λu3

avec ∥ui∥ = 1 pour tout i ∈ [3] et (T(In1 , u2, u3))i =
∑

jk
u2ju3kTijk.

▶ Contrairement au cas symétrique, le choix de la matrice de contraction à
étudier n’est pas immédiat. Par exemple :

T(u3) ≡ T(In1 , In2 , u3) = β⟨x3, u3⟩x1x⊤
2 +

1
√

n
X(In1 , In2 , u3) ∈ Rn1×n2

Objectifs :
▶ Évaluer les limites asymptotiques de λ∗ et ⟨xi, u∗

i ⟩ associés (à priori) à
l’estimateur MV quand les ni →∞.

▶ Définir une matrice aléatoire symétrique équivalente à T à étudier.

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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Matrice aléatoire associée à T

Lemme de Stein : Soit X ∼ N (0, 1), alors E[Xf(X)] = E[f ′(X)].

Rappelons λ = T(u1, u2, u3) = 1√
n

∑
ijk

u1iu2ju3kXijk + β
∏3

i=1⟨xi, ui⟩.

E[λ] =
1
√

n

∑
ijk

E

[
u2ju3k

∂u1i

∂Xijk

]
+ E

[
u1iu3k

∂u2j

∂Xijk

]
+ E

[
u1iu2j

∂u3k

∂Xijk

]
+ .


∂u1

∂Xijk
∂u2

∂Xijk
∂u3

∂Xijk

 ≃ − 1
√

n


[

0n1×n1 T(u3) T(u2)
T(u3)⊺ 0n2×n2 T(u1)
T(u2)⊺ T(u1)⊺ 0n3×n3

]
︸ ︷︷ ︸

Φ3(T,u1,u2,u3)

− λIn


−1 [

u2ju3kei

u1iu3kej

u1iu2jek

]

La matrice résolvante: R(z) = (Φ3(T, u1, u2, u3)− zIn)−1.
Quand ni →∞, les termes prépondérants dépendent de la trace de R(z),

λ +
1
n

tr R(λ) = β

3∏
i=1

⟨xi, ui⟩

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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Mesure spectrale de Φd(T, u1, . . . , ud)

Transformée de Stieltjes : La transformée de Stieltjes d’une mesure de
probabilité ν est gν(z) =

∫
dν(λ)
λ−z

, z ∈ C \ S(ν).

Pour S ∈ Symn avec λi ses valeurs propres, la mesure spectrale empirique
(MeSE) de S et la transformée de Stieltjes associée sont :

νS =
1
n

n∑
i=1

δλi
, gνS (z) =

1
n

n∑
i=1

1
λi − z

=
1
n

tr RS(z), z ∈ C \ S(νS)

où RS(z) = (S − zIn)−1 est la résolvante de S.

Théorème 1. Quand ni → ∞ avec ni∑
j

nj

→ ci ∈ [0, 1], la MeSE de

Φd(T, u1, . . . , ud) converge vers une mesure déterministe ν dont la transfor-
mée de Stieltjes est 1

n
tr R(z) p.s.−→ g(z) =

∑d

i=1 gi(z) vérifiant ℑ[g(z)] > 0
pour ℑ[z] > 0, avec

1
n

tr Rii(z) p.s.−→ gi(z) =
g(z) + z

2
−

√
4ci + (g(z) + z)2

2
, z ∈ C \ S(ν)

Remarque : (λ, u1, . . . , ud) doit satisfaire λ /∈ S(ν) et |⟨xi, ui⟩| > 0.

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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Mesure spectrale de Φd(T, u1, . . . , ud)

Corollaire 1. Pour ci = 1
d

pour tout i ∈ [d], la MeSE de Φd(T, u1, . . . , ud)

converge vers une loi en demi-cercle ν de support
[
−2

√
d−1

d
, 2

√
d−1

d

]
,

avec

ν(dx) =
d

2(d− 1)π

√(4(d− 1)
d

− x2
)+

, g(z) =
−zd + d

√
z2 − 4(d−1)

d

2(d− 1)

Figure: Spectre de Φ3(T, u1, u2, u3) aux itérations 0, 5, ∞ de l’algorithme d’itération de
puissance appliqué sur T. n1 = n2 = n3 = 100 et β = 0.

u1 ←
T(In1 , u2, u3)
∥T(In1 , u2, u3)∥

, u2 ←
T(u1, In2 , u3)
∥T(u1, In2 , u3)∥

, u3 ←
T(u1, u2, In3 )
∥T(u1, u2, In3 )∥

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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Norme spectrale et alignements asymptotiques

T(x1, u2, u3) = λ⟨x1, u1⟩ ⇒︸︷︷︸
Stein

[λ + g2(λ) + g3(λ)] ⟨x1, u1⟩ = β

3∏
i=2

⟨xi, ui⟩

Théorème 2. Pour tout d ≥ 3, lorsque ni →∞ avec ni∑
j

nj

→ ci ∈ (0, 1],

il existe βs > 0 tel que pour tout β > βs

λ∗ p.s.−→ λ∞, |⟨xi, u∗
i ⟩|

p.s.−→ qi(λ∞, β) =

√
1−

g2
i (λ∞)

ci

où λ∞ satisfait f(λ∞, β) = 0 avec f(z, β) = z + g(z)− β
∏d

i=1 qi(z, β),
et

qi(z, β) =
(

αi(z, β)d−3∏
j ̸=i

αj(z, β)

) 1
2d−4

, αi(z, β) =
β

z + g(z)− gi(z)

pour β ∈ [0, βs], λ∞ est bornée et |⟨xi, u∗
i ⟩|

p.s.−→ 0.

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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Norme spectrale et alignements asymptotiques

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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Tenseurs cubiques

Corollaire 2. Si d = 3 avec ci = 1
3 , alors pour tout β > 2

√
3

3
λ∗ p.s.−→

√
β2

2 + 2 +
√

3
√

(3β2−4)3

18β

∣∣⟨xi, u∗
i ⟩

∣∣ p.s.−→

√
9β2−12+

√
3
√

(3β2−4)3

β
+

√
9β2+36+

√
3
√

(3β2−4)3

β

6
√

2β

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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Modèle spike matriciel

Pour d = 3, n3 = 1 ⇒ M = βxy⊤ +
1

√
n1 + n2

X ∈ Rn1×n2

Corollaire 3. Si d = 3 avec c1 = c et c2 = 1− c pour c ∈ [0, 1], le modèle
spike tensoriel devient un modèle spike matriciel (i.e. c3 = 0).

Soit κ(β, c) = β

√
β2(β2+1)−c(c−1)

(β4+c(c−1))(β2+1−c) , pour β > βs = 4
√

c(1− c)

λ∗ p.s.−→

√
β2 + 1 +

c(1− c)
β2 , |⟨xi, u∗

i ⟩|
p.s.−→

1
κ(β, ci)

, i ∈ {1, 2}

tandis que pour β ∈ [0, βs], λ∗ p.s.−→
√

1 + 2
√

c(1− c) et
∣∣⟨xi, u∗

i ⟩
∣∣ p.s.−→ 0.

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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Algorithmes de décomposition et complexité

min
λ>0, ∥ui∥=1

∥T− λu1 ⊗ · · · ⊗ ud∥2
F ⇒ NP-complexe (Hillar et al., 2013)

▶ Dépliage tensoriel : Mi(T) = βxiy
⊤
i + 1√

n
Mi(X) ∈ R

ni×
∏

j ̸=i
nj .

▶ A l’aide du Corollaire 3, on trouve βa =
(∏

i
ni

)1/4
/
√∑

i
ni.

▶ Coïncide avec O

(
N

d−2
4

)
de (Ben Arous et al, 2021) pour ni = N .

▶ Même seuil pour l’algorithme d’itération de puissance initialisé avec le
dépliage tensoriel (Auddy et al., 2021).

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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Messages à emporter

▶ L’approche RMT permet d’étudier le comportement des modèles tensoriels
asymétriques.

▶ Les résultats obtenus caractérisent les performances de l’estimateur de
MV pour β assez grand (i.e., β ≥ βc).

Impossible NP-complexe Simple

Seuil 
statistique 

Seuil 
algorithmique Seuil RMT

Maximum local

Questions ouvertes :
▶ Encore peu clair comment caractériser la transition de phase de

l’estimateur de MV avec l’approche RMT.
▶ Peut-on trouver un algorithme de complexité polynomiale qui est

consistant en dessous de βa?
▶ Questions d’universalité et de généralisation à des rangs supérieurs à

explorer.

Merci pour votre attention!
https://arxiv.org/abs/2112.12348

Nancy, 9 septembre 2022 Gretsi 2022
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