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Introduction : Modeéle tensoriel spike asymétrique

'a N\
Nous considérons le modéle suivant : (1 @ @2 @ @3);j, = T1,72;73)
1
T=021®  Q@xg+—_ X €RMI*"X"d
—_—— VN~
signal bruit
N .. d
ol 820, ||| =1, X4y...5y ~N(0,1) iLid. et n = 21:1 n;.
|\ J

> Peut-on recouvrir le signal en théorie ? pour quelle valeur critique de 3 ?

> Quel est I'alignement (x;,u;) entre le signal et un estimateur u;(T) ?

> Existe-t-il un algorithme pour recouvrir le signal en temps polynomial ?
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Résultats dans la littérature : cas symétrique

Initialement introduit par (Montanari & Richard, 2014)
1
Y = :l?®d+ WERNX”'XN
TR

ol ||z|| =1 et W a entrées aléatoires Gaussiennes et symétrique.Ce modéle est
une extension naturelle du modéle spike matriciel ¥ = Bzx | + \%NW

Impossible NP-complexe Simple

Seuil Seuil
statistique  algorithmique

0(1) o)

D’autres travaux dans la littérature : (Montanari et al., 2015), (Hopkins et al.,
2020), (Kim et al., 2017), (Ben Arous et al., 2019), (Jagannath et al, 2020),
(Perry et al., 2020), (Ros et al., 2020), (Goulart et al., 2021).

Dont Goulart et al. ""A random matrix perspective on random tensors'', 2021.
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Approche matrices aléatoires (Goulart et al., 2021)

Probléme d'optimisation du maximum de vraisemblance (pour d = 3) :
5 MEA. Seddik et al.
min ||Y—/\u®3H <  max (Y,uQ@uQ®u)
A>0, [lufl=1 F llull=1

Modgle tensoriel spike

Les points critiques satisfont (Lim, 2005) :

Approche matrices
aléatoires

Y(uu)= u <& Ywu=>u, |ul|=1

ol (Y(u,u)), = va wjugYijr et (Y(u));; = Z/« uy, Y55, L'estimateur
du MV & est le vecteur propre dominant de Y(&) : Y(&)z = [|Y||Z.

Ainsi, I'approche de (Goulart et al., 2021) est d'étudier la matrice suivante :

Y(u) = 3<m,u>me 4 Lw(u) c RVXN

VN
Maximum local
Impossible NP-complexe Simple
W/// VNI i '///// 7277 o
D, 77 ////// 7% 8
Seuil Seuil

Seuil RMT statistique  algorithmique
g =0 g.=0(1) oW
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Valeurs singuliéres et vecteurs singuliers de tenseurs

Probléme d’optimisation du maximum de vraisemblance (pour d = 3) :

min [T —Aus @ uz ®U3H% = max
A>0, [lu; =1 Hg

i=

(T, u1 ® us ® usz)

i f=1

Les points critiques satisfont (Lim, 2005) :
T(Iny,u2,u3) = Ay, T(ur, In,,uz) = Aug, T(ur, uz, Ing) = Aus

avec ||u;|| =1 pour tout ¢ € [3] et (T (I, u2,u3)); = ZH‘ ugusk i

» Contrairement au cas symétrique, le choix de la matrice de contraction a
étudier n'est pas immédiat. Par exemple :

T(us) = T(Iny, Iny, us) = B(xs, us)wizg + NG

X(In1 >In2:u3) € R™ xnz

Objectifs :

> Evaluer les limites asymptotiques de A* et (x;, u}) associés (a priori) &
I'estimateur MV quand les n; — oo.

> Définir une matrice aléatoire symétrique équivalente a T a étudier.
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Matrice aléatoire associée a T

[ Lemme de Stein : Soit X ~ N(0,1), alors E[X f(X)] = E[f"(X)].

]

3
Rappelons A = T(uy,uz, ug) = = uijuzjusi X + B[ [[_ (i, i),

La matrice résolvante: R(z) = (®3(T,u1,us,u3) — zI,) " L.

1 (_)rﬂ(1 ><7)?/1
us)T
Vi T ()T

414

E[N\] = % Z]E [uzjugk d;(

ijk

+E Ouaj
U1;U, -
1: U3k an',jk
T(usz)  T(u2)
Ong Xng T(ul)
T(UI)T 0n3 Xnsg

®3(T,u1,u2,u3)

+E

— A,

—1

auf&kz
UT;U2; X
ijk

U2 U3k €4
U1{U3K €5
U1iU2;5 €k

Quand n; — oo, les termes prépondérants dépendent de la trace de R(z),

n

At 1trRO) = 8

H(wmuz')

i=1
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Mesure spectrale de ©,(T,uq,...,uy)

s

Transformée de Stieltjes . La transformée de Stieltjes d'une mesure de

probabilité v est g, (z dV(A) z € C\S@).

Pour § € Sym,, avec \; ses valeurs propres, la mesure spectrale empirique
(MeSE) de S et la transformée de Stieltjes associée sont :

- g 6>\ s (lus

ol Rg(z) = (S — zI,)~

HZA — ;trRs() z€C\Svs)

! est la résolvante de S.

~

J

-

Quand n; — co avec —4

nj

P4(T,u1,...,uq) converge vers une mesure déterministe v dont la transfor-
. o les p-s. d L oepe

mée de Stieltjes est %tr R(z) — g(z) = Zi:l gi(z) vérifiant S[g(z)] > 0

pour [z] > 0, avec

Théoréme 1. — ¢; € [0,1], la MeSE de

i s de; + (9(2) + 2)?
ltFR”'(Z) p_> ng(Z) _ H(Z) + z _ (Q( ) )
n

2 2

, z2€C\S)

|

~

Remarque : (\,u1,...,u,) doit satisfaire A\ ¢ S(v) et |(z;,u;)| > 0.
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M

esure spectrale de ©4(T,uq,...,uq)

~N

s

Corollaire 1. Pour ¢; = é pour tout ¢ € [d], la MeSE de ®4(T,u1,...,uq)

converge vers une loi en demi-cercle v de support [—2 %, 2 %} ,

avec

| J
05- uf, ud, u 05- u3, u3, u3 05- uf, ug, ui
) o Limiting mecsure i o Liniting measure ) Limiting measure
=1 Enpirical measure =1 Empirical measure  Linitog sphe (04T
0.4~ 0.4+ 0.4+ B=1 Empirical measure
203 203~ 203
k4 G | G
s 5 s
D 0.2+ 0 0.2+ 5 0.2-] Spike at 24
0.1+ 0.1+ 0.1+
Y
00— e e e T
-2 -1 0 2 3 4 0 1 2 3 4 2 3 4
de

Figure: Spectre de ®3(T, w1, w2, ws) aux itérations 0, 5, co de I'algorithme d'itération
puissance appliqué sur T. n; = no = ng = 100 et 8 = 0.

T(U] N I,Q. u;;)

T(I“ 1, U2, u;;)
IT (w1, Ing,us)|’

U < —_—-", ug <
IT(In,,us2,us)l T(uw1,u2, In.
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Norme spectrale et alignements asymptotiques

3
T(w1,uz,u8) = Mo, w) = |+ (0) + g5 (@, un) = 6 ] [ (s wa)
Stein =2
4 ~\
Théoreme 2. Pour tout d > 3, lorsque n; — co avec — ¢ € (0,1],

il existe 85 > 0 tel que pour tout 8 > fBs

g7 (A>)

Ci

N BB (@, ul)| 2B (A, 8) =4 [1—

oll A% satisfait f(A°°,8) = 0 avec f(z,8) = z + g(z) — BH(Z:I qi(z,B),

et
ql(z,ﬁ)(nj;éiaj('z’ﬂ)) B )
pour 8 € [0, B5], A est bornée et |(z:, uf)| 2 0.
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) )
Norme spectrale et alignements asymptotiques

d=3 c1=0.1,c,=0.3,c3=0.6 MEA. Seddik et al.
404 —+ As=155 10
— A"(B) _ -
08 Modele tensoriel spike
€ 3.5+ asymétrique
§ g 06+ Résultats dans la littérature
] 3.0+ £ Approche matrices
£ S aléatoires
o] Bs=1.055497 =04+
:-). 254 < I —— 0 alignment
02- . B,=1055497 — ba,w)?
20 I — (X2, U2)? Valeurs sing
— (x3,u3)? vecteurs singuliers de
154 —r—-—-" 2 0.0+ —L (x3, u3) tenseurs
v g v v v v g v v v g v g v
00 05 10 15 20 00 05 10 15 20 25 30 35 40 Matrice aléatoire associée
B B Norme spectrale et
d 01 02 03 04 alignements asymptotiques
=4 €1=0.1,6=02¢63=0.3,6=0.
404 —* A=166 10
— A%(B)
0.8+
£ 35+
.
2 S 06+
_E 3.0+ g
G Bs=1.209745 2044 | —— 0 alignment
S 25. < — xa,m)?
n — 2
0.2 © Bs=1.209745 (X2, U2}
20~ I — (x3,us)?
————— — (Xq, Ua)?
7 v T v 7 v 7 v T 7 v 7 v U v 0 v 0
00 05 10 15 20 25 30 35 40 00 05 10 15 20 25 30 35 40
B B
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Tenseurs cubiques

- N MEA. Seddik et al.
Corollaire 2. Si d = 3 avec ¢; = % alors pour tout 5 > %
Modgle tensoriel spike

symétrique
) R V3 3824 Résultats dans Ia littérature
\* _> \/5 + 2+ 585 ) Approche matrices

9B2 12+ 9ﬂ2+36+ Valeurs singuliéres et

vecteurs
6v23 e

aléatoires

|<xz,u;‘)| LitlS

. J Matrice aléatoire associée
Norme spectrale et
= % ,fz,i % JC3= %V alignements asymptotiques
10+ ool N —
| — = 2 —_— alignmen
* =25 x . 2
— 2B 08+ Ui
£ 35+
s t
= 30+ g
g £
E Bs= Z O
o 25" =1.154701
2]
20~

——r
00 05 10 15 20 25 30 35 40
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Modele spike matriciel

1
Pourd=3,n3=1 = M=8zy + ———=X ¢ R"1X"2
’ vni +ng

' )

Corollaire 3. Si d =3 avec ¢; =cet cag =1 — ¢ pour ¢ € [0, 1], le modéle

spike tensoriel devient un modele spike matriciel (i.e. c3 = 0).

. . B2(B241)—c(c—1) ‘ a4l
Soit x(8,¢c) = B Pl (7H1—c)" pour B> Bs = 1/c(l —c¢)
c(l—c s, 1 .
O e T V- e P 1S\
B K(B,¢;)

tandis que pour 8 € [0, Bs], A* 25 4 /142, /c(1—¢) et |<ml,u;‘>} 2%0.

- J
d=2 a=c=1/5c=1-c
1.0+

0 . n=Viszvaa-o
§3.5- — =) L 08"
_§3.o- go_b.
525 Be=lc-op %0-4' — 0 dlignment
& 20+ 0.2+ Bs=(c(1—c)M (x1, 11)?

15+ 004 — (x,up)?

UL S N S SN R S
00 05 10 15 20 25 30 35 40
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Algorithmes de décomposition et complexité

MEA. Seddik et al.

min IT—Au1 ® - @ug|% = NP-complexe (Hillar et al., 2013)

A>0, [lug =1

Modzle tensoriel spike

> Dépliage tensoriel : M;(T) = Bz;y,
» A l'aide du Corollaire 3, on trouve 3, = (H[ n,;)l/hl/‘/zi ;.

d—2
» Coincide avec O | N4

P> Méme seuil pour I'algorithme d'itération de puissance initialisé avec le
dépliage tensoriel (Auddy et al., 2021).

asymétrique

1 ng; X H Y] Résultats dans la littérature
+ =M;(X) €R JF T f—
b e
de (Ben Arous et al, 2021) pour n; = N. Valeurs sing

Matrice aléatoire associée

Norme spectrale et
alignements asymptotiques

10 -
'
08+ t :
. . = = * Threshold Bs
: 5 Tensor Unfolding ¢-trans |
o 06+ . = s PIor AMP ¢-trans !
5 Impossible O Possible]in polynomial fime — wemm MLE - theory
g 04~ o : e Tensor Unfolding - theory |
3 - ®  Tensor Unfolding (TU) - simu. |
. Power Tteration (PL) - simu. |
024 o(1) ®  PIwith TU init. - simu. }
\ o(n'z") -
00 - oe0 (2 o |
0 1 3 4 5
B
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Messages a emporter

> L'approche RMT permet d'étudier le comportement des modeéles tensoriels
MEA. Seddik et al.

asymétriques.
P Les résultats obtenus caractérisent les performances de I’estimateur de
H Modele tensoriel spike
MV pour 3 assez grand (i.e., 8 > Bc). S
Résultats dans la littérature
Maximum local ST DR
Impossibla ‘/ NP—compJexe Simple

Valeurs sin
vecteurs singuliers de

tenseurs

. Seuil Seuil Matrice aléatoire associée
Seuil RMT. statistique  algorithmique G
3, = O(1) 5(3 _ 0(1) O(N%) alignements asymptotiques

Questions ouvertes :

> Encore peu clair comment caractériser la transition de phase de
|'estimateur de MV avec I'approche RMT.

P Peut-on trouver un algorithme de complexité polynomiale qui est
consistant en dessous de (3,7

» Questions d’universalité et de généralisation a des rangs supérieurs a
explorer.

Merci pour votre attention!
https://arxiv.org/abs/2112.12348
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